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Chap. 4 : Convergence des suites
Feuille d’exercices

ECG 1ERE ANNEE — MATHEMATIQUES 2024-2025

Exercice 1 Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifiez avec une démonstration ou un contre exemple.

1. Une suite est toujours majorée ou minorée. 4. Une suite positive qui converge vers 0 est décroissante

2. Toute suite convergente est monotone (eventuelle- & partir d’un certain rang.

ment APCR). 5. Si la suite (|z,|)nen converge vers [, la suite (z,)nen

3. Le produit d’une suite qui converge vers 0 et d’une converge vers ! ou —.

suite quelconque converge vers 0. 6. Si la suite (x, — yn)nen converge vers 0, les suites
(Tn)nen et (Yn)nen sont convergentes et convergent
vers la méme limite.

Exercice 2 Calculez les limites des suites définies par les termes généraux suivants :

. =7 6. =—_ —(n —
1. uy n Up, 5+ 3n+1 11. up = (n —3) i3

2
n°+3n+1 2" +n = vV n?
3. un = n2 +nd —ond 8. up = 712(5)” sin(n!). 14. up = (n* 4+ 1)(n® 4+ 2)e ™.
sinfr) : ()
4, Uy = ——. 9. up =n° — +2. 15. up = ——=.
Un, 1 Up =n° —ncosn un =

~ (2n)! _n*41 _nl

Exercice 3 On considére les suites (uy)nen €t (vn)nen définies conjointement par ug = 0 et vg = 2 et les relations :

SUp—1 + Vn—1 Up—1 + 3Up—_1
Up = ————— Vp = ——"——

4 4

1. Ecrire un programme en Python qui calcule les niémes termes de (uy,)nen et de (vn)nen
2. Etudiez la suite (u, — v,) et montrez que les suites (U )nen et (vn)nen sont adjacentes.
3. Exprimez le terme général de la suite t,, = u,, + v,,. En déduire la limite de (up)nen et (vn)nen-

Correction :
1. def uetv(n):
u=0
v=2
for k in range(n):
u,v=(3u+v) /4, (u+3v) /4
return (u,v)
2. Soit n € N*.
_ BUp—1 + Vp—1 — Up—1 — 3Vp_1
Uy — Uy =
4
1
= 5 (Un—l - Un—l)
De plus, ug — vy = —2.

1
La suite (u, — vn), ¢y est donc géométrique de raison —3 et de premier terme —2. Donc

1 n—1
Vn € N,u, — v, = <2> ().

On constate donc que :
Uy, — Uy, — O.



Soit n € N. Alors : .
un+1—un:3u+v—un:(vn—un)(:)<> >0

4 4 2
v, +u 1 1\
vn+1vn:wvn:4(unvn)@<2) >0

donc (U@)neN est une suite croissante et (vy), oy €st une suite décroissante. Les suites (Un)pen €t (Vn),cn sont
donc adjacentes, elles sont convergentes vers la méme limite £ € R

3. Soitn eN

tn+1 = Unt1 + Unt1
_ Bup v, Up+ 30,
4 4
_Auy + 4o,
=
= Up + Up,
=t,.

Donc (t),cy est une suite constante, égale & son premier terme :
VneN, t, =ty =ug+ vy =2.

Mais alors, t, = u, +v, — £+ £ = 2¢. Donc, par unicité de la limite, 2 = 2¢. On en conclut que

n—-+o00
Exercice 4 Montrer que les suites définies pour n > 0 par :

1 1 1 1
Un:1+2*2+§+"‘+ﬁ Un:un‘Fﬁ

sont adjacentes. On ne demande pas la valeur de la limite commune.

Exercice 5 On considére les suites définies pour n € N* par :

R S 1

1. Montrer que les suites (up)nen et (vn)nen sont adjacentes.

2. Leur limite commune est (par définition en fait) le nombre e. Montrer que e est un nombre irrationnel.

Exercice 6 Soient a et b deux nombres réels strictement positifs avec a < b

b
1. Montrez que vab < @t

2. Soient les suites (an)nen €t (an)nen définies par :

apg =a bO =b b
et Qp, + bn
{ nt+1 =V anbn bn+1 = 5

2

Justifier que a,, et b, existent pour tout n € N et montrez que a,, < b,.

3. Montrez que (a,)nen est croissante et (a,)nen est décroissante.

1
4. Justifiez que pour tout n € N, b1 — apy1 < bpy1 — ap, et montrez que b1 — apt1 < 5(()” —ap).

1
5. En déduire que b, — a, < Q—n(b —a) et que les suites a,, et b, sont adjacentes.

. . a+b . .
Remarque : vV ab est appelé moyenne géométrique de a et de b, tandis que est appelé moyenne arithmétique.

La limite commune des suites a, et b, est appelé moyenne arithmético-géométrique de a et de b.

Exercice 7 On considére une suite de réels strictement positifs (uy),, oy telle que :

Un4-1
Un

— 1 €0, +00]



1. Montrer que sil <1 :
Uy — 0

2. Montrer que sil > 1 :
Uy — +00

3. Montrer que le cas [ = 1 présente une indétermination.

Exercice 8 Déduire de I'exercice précédent la limite de la suite :

an

Unzi'
n.

(a> 1 est un réel fixé)

Exercice 9 On considére la suite définie par n € N par

Montrer que les suites (u2n),cn €t (U2n41),cn sont adjacentes. En déduire que la suite (uy),, o est convergente.

Exercice 10 (Difficile) Soit (uy)nen une suite réelle. On considére (vy,)nen la suite définie par :

Uy + UL+ ..Uy
n+1

YvneN | v, =

1. Montrer que si (uy)nen converge vers un réel [ alors il en est de méme de (v, )pen. Réciproque ?
2. Montrer que si (uy)nen tend vers oo alors il en est de méme de (v, )pen. Réciproque 7

Ces deux résultats assez utiles en pratique s’appellent le théoréme de la moyenne de Césaro.

Exercice 11 Soient u une suite & termes strictement positifs et b € R;.. Démontrer, en utilisant le théoréme de Césaro,

que si  lim wu, = b, alors :
n——+00

1
i (H ) =

Exercice 12 (Lemme de l’escalier)
Soient u une suite de nombres réels et [ € R.

’ u
1. Démontrer, en utilisant 'exercice 10, que si lim (up+1 — up) = I, 1008 lim =2 =¢ (ce résultat est appelé
n—-+o0o n—+oo n

lemme de escalier).

. U .
2. En déduire que si (uy, )pen est une suite a termes strictement positifs telle que lim A £, alors lim /u, =¢.
n—+00  Up n—-+oo

2 1
3. Déterminer la limite quand n tend vers +oo de < n> et de — V/n(n+1)(n+2)...(n+n).
n n



